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Introduzione

Molti dei sistemi fisici di interesse sono sistemi quantistici a molti corpi (atomi,
molecole, solidi, nuclei ecc.). In questi casi, a causa dell’elevato numero di corpi
ed interazioni in gioco, pero, non ¢ possibie ricavarne le esatte proprieta, renden-
do necessari metodi di approssimazione, spesso complicati.

Le difficolta aumentano quando si tratta di un sistema nucleare, dal momento
che la conoscenza delle forze nucleari, soprattutto nel mezzo nucleare rispetto al
caso nel vuoto, non e sufficientemente dettagliata. Si sa solo che si tratta di forze
a breve range. Per questo motivo, si usa spesso approssimare il potenziale di
interaione tramite potenziali di contatto, gaussiani o di Yukawa.

Molte delle proprieta di questi sistemi sono previste dalle cosiddette teorie di
campo medio, le quali permettono di calcolarene ’energia totale considerando
I'interazione media di una particella con tutte le altre (ovvero con la desnsita del-
le altre particelle). Tale ipotesi si puo considerare il pit basso (ovvero il primo)
ordine perturbativo in uno sviluppo rispetto all’interazione nucleone-nucleone.
Un particolare modello di campo medio ¢ quello di Hartree-Fock, il quale vie-
ne spesso utilizzato in fisica nucleare, poiche, come si vedra nel paragrafo 1.1.1,
risulta una buona approssimazione per questo tipo di sistemi, posto che si usi
un’interazione efficace opportuna.

Esistono, comunque, proprieta che non sono descritte da teorie di campo me-
dio, come gli accoppiamenti tra stati eccitati (fononi) o tra particella e singolo
stato eccitato. Ne sono un esempio le risonanze giganti, ovvero fluttuazioni di
densita di piccola ampiezza di cui si ha evidenza grazie agli esperimenti spettro-
scopici svolti su diversi nuclei.

Per questo motivo, sono state formulate delle teorie di oltre campo medio che
prevedono di espandere i modelli di campo medio calcolando i contributi ad or-
dini superiori al primo.

Per quanto riguarda i sistemi nucleari, le teorie oltre campo medio aprono una
questione tutt’ora discussa. Infatti, nel caso in cui si studi un sistema utilizzando
un potenziale di contatto, il secondo ordine perturbativo presenta una divergen-
za lineare rispetto al momento trasferito dall’interazione, chiamata divergenza

ultravioletta. Questo e dovuto al fatto che, in natura, le interazioni nucleari av-
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vengono a distanze ben definite. Considerarando il range di interazione nullo,
invece, vengono coinvolte automaticamente energie nettamente superiori rispetto
a quelle previste dalla fisica in esame, generando la divergenza. Una soluzione
spesso adottata per contenere il problema prevede 1'utilizzo di un cut-off, in modo
da porre un limite ai momenti trasferiti. Poiche questo cut-off spesso non ha un
significato fisico evidente, ¢ necessario, come si vedra nel corso dell’elaborato,
rinormalizzare alcune quantita in modo che il risultato ottenuto possa riprodurre
dati sperimentali di quantita osservabili per ogni valore del cut-off scelto.

Lo studio delle proprieta di questi sistemi nucleari (come anche elettronici) viene
a volte fatto considerando come sistema semplificato quello a densita uiforme.
Questo tipo di approssimazione agevola considerevolmente i calcoli, rendendo il
sistema simmetrico dal punto di vista traslazionale e facendo si che i nucleoni
possano essere descritti tramite funzioni d’onda piane. Inoltre, non vi sono gli
effetti di bordo.

In questo elaborato ci si e proposti di calcolare il contributo al secondo ordine
perturbativo dell’energia di una particella in un sistema di nucleoni a densita uni-
forme approssimando le interazioni tramite un particolare potenziale di contatto,
detto di Skyrme, spesso utilizzato in fisica nucleare. Qui ne varra utilizzata una
versione semplificata.

L’obiettivo e quello di capire se sia possibile calcolare tale contributo e, nel caso,
se il risultato possa essere rinormalizzato, ottenendo dei risultati ragionevoli.

Il lavoro svolto e un esercizio propedeutico che si spera possa, in un futuro, servire

come spunto per ricerche pit approfondite e complete.



Capitolo 1
Teorie di campo medio e oltre

Lo studio dei sistemi a molti corpi € un argomento controverso, tutt’ora discusso
in fisica [1]. La sua importanza deriva dal fatto che gran parte dei sistemi reali,
come ad esempio solidi o liquidi, fanno parte di questa categoria di sistemi ed
una loro descrizione completa richiederebbe la conoscenza delle proprieta di tutte
le particelle ed interazioni in gioco. Poiché questo non e possibile, € necessario
ricorrere allo studio di metodi approssimativi.

Un esempio di sistemi a molti corpi sono i sistemi nucleari, in cui la situazione e
aggravata dal fatto che non si ha una sufficiente conoscenza delle forze di intera-
zione nel mezzo nucleare. Poiché si tratta di interazioni forti a breve range, esse
vengono spesso approssimate da un potenziale di contatto.

Tramite esperimenti di scattering e spettroscopici fatti su diversi nuclei, vengono
costantemente osservati numerosi fenomeni; una loro maggiore comprensione per-
metterebbe di migliorare la conoscenza della dinamica delle particelle del sistema
e delle loro interazioni.

Vi sono certi modelli, chiamati modelli di campo medio, i quali permettono di
descrivere alcuni dei fenomeni osservati sperimentalmente; in particolare, esiste
un modello importante per la descrizione di sistemi in cui le particelle possono
essere considerate in prima approssimazione indipendenti, ovvero il modello di
Hartree-Fock. Nel paragrafo 1.1 verra data una breve descrizione di quest’ulti-
mo, discutendone 'applicazione al caso nucleare.

Come si vedra in seguito, esistono altri fenomeni che non possono essere descritti
tramite modelli di campo medio. E necessario, dunque, ricorrere ad altri metodi

al di 1a di quelli di campo medio.
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1.1 Teorie di campo medio ed applicazione a

sistemi nucleari

L’utilita dell’approssimazione di campo medio deriva dal fatto che essa permette
di approssimare le interazioni di una singola particella con tutte le altre tramite un
potenziale medio efficace agente su di essa. Il modello di Hartree-Fock e un tipo
di approssimazione di campo medio che considera, quindi, le particelle del sistema
in prima approssimazione tra loro indipendenti. Esso consiste nel calcolare una
funzione d’onda approssimata per la singola particella partendo dalla funzione
d’onda totale del sistema considerata come una combinazione di autostati di
particelle indipendenti. Tramite la funzione d’onda di singola particella ricavata
e possibile ottenere un potenziale medio efficace agente sulla singola particella.
In questo senso, il metodo € autoconsistente.

Questo tipo di approccio puo essere utilizzato per approssimare diversi sistemi
fisici, tra cui i sistemi nucleari. Infatti, com’e noto dagli esperimenti di scattering
[2, pagg. 165, 166], in gran parte dei nuclei il libero cammino medio dei nucleoni
e abbastanza grande, dell’ordine delle dimensioni del nucleo; questo fa si che i
nucleoni possano essere considerati, in prima approssimazione, come particelle tra
loro indipendenti. A causa della scarsa conoscenza delle interazioni tra nucleoni,
si usa spesso approssimare il potenziale agente tra particelle ad un potenziale a

range nullo, oppure potenziali di tipo gaussiano o di Yukawa [3].

1.1.1 Metodo di Hartree-Fock

Un sistema a molti corpi puo essere descritto tramite un’Hamiltoniana del tipo

A
H=YT+V

=1

in cui T; e 'operatore di energia cinetica della particella ¢ e V' & una funzione che
descrive il potenziale di interazione tra particelle.
Supponiamo di considerare solo interazioni a due corpi, ottenendo una forma

semplificata per I’Hamiltoniana

A

1

H=3) Ti+5> Vy (1.1)
i=1 2 i£j

Vi; rappresenta 'elemento di matrice dell’operatore del potenziale di interazione

relativo alle particelle 7 e j.
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Aggiungendo e togliendo i termini del potenziale medio efficace (U;) per ogni

particella 7, si ottiene la seguente espressione:

H:i[Tz‘+Ui] + Vies (1.2)

i=1

in cui appare il termine V., = % it Vij — Zle U;, ovvero la parte di potenziale
non descritta dal potenziale medio.

Se V,..s € abbastanza piccolo, esso puo essere trascurato; questo semplifica enorme-
mente il problema. Pero viene, cosi, trascurata parte della dinamica del sistema.
A questo punto, la funzione d’onda totale del sistema puo essere scelta tramite il
determinante di Slater di una base completa di autofunzioni ortonormali di parti-
celle singole indipendenti, dato che questa e la forma piu generale per descrivere

un sistema fermioni indipendenti

P(ry, ..., 1) = Noy(r1)...00(10) (1.3)

Il problema di Hartee-Fock si definisce attraverso il metodo variazionale che pre-
vede che 'energia in termini della funzione d’onda ¢ (E[¢]) sia stazionaria per

piccole variazioni di ¢ (d)!:

SE[] =0 (¢ [H[¢) = (59 |[H[¢) = 0 (1.4)

Utilizzando i moltiplicatori di Lagrange, ¢;, i quali garantiscono la giusta norma-

lizzazione, si ottengono delle equazioni di Schrédinger per ogni particella ¢

_Qh—zA%l +/d3 U(r,17)¢i(r) = €;pi(r) (1.5)

in cui compare il potenziale U(r,r’), chiamato potenziale autoconsistente:

A
U(r,r’) =0(r — 1) /d3 PV(r,r”)p;(x” Zl r,r’)p,(r’)¢; (r’)
" (1.6)

Utilizzando la funzione d’onda 1 dell’equazione (1.3) allinterno dell’equazione

In realta, si pud dimostrare che ’energia non dipende direttamente dalla funzione d’onda,
bensi dalla densita del sistema [4], per cui il risultato precedentemente ottenuto puod essere
ricavato considerando piccole variazioni di p (dp) da cui dipende il funzionale E[p].
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(1.6) si determina il campo medio effettivo, il quale, a sua volta, determina una
nuova funzione d’onda. Il processo deve essere iterato sino a che la funzione d’on-
da rimane la stessa ad ogni nuovo passaggio. Per questo motivo, il metodo viene
chiamato autoconsistente.

Solitamente, nelle interazioni compaiono dei parametri liberi, i quali devono esse-
re fissati in modo che il risultato riproduca certe osservabili note, come il raggio

o I'energia totale.

In sostanza, il modello di HF trasforma un sistema formato da un gran numero di
particelle interagenti tra loro in un sistema in cui le particelle sono indipendenti,
immerse in un potenziale medio efficace.

E noto che questo modello riproduce in modo efficace molte proprieta dello stato
fondamentale di nuclei medi e pesanti [3]. Essendo, pero, un modello statico,
non permette di descriverne le proprieta dinamiche osservate negli esperimenti
spettroscopici. Esistono, infatti, numerosi stati eccitati di natura rotazionale e
vibrazionale, di cui puo essere un esempio la risonanza gigante, ovvero oscillazio-
ni ad alta frequenza e piccola ampiezza di forma e densita attorno alla forma e
densita di equilibrio.

Per una trattazione piu completa e dunque necessario ricorrere ad altri metodi

che vanno al di 1a della trattazione di HF.

1.2 Randon-Phase Approximation (RPA) e me-
todo di Hartree-Fock dipendente dal tempo

Alcuni dei fenomeni osservati sperimentalmente rivelano 'esistenza di stati vibra-
zionali a bassa energia di eccitazione. Queste eccitazioni (fononi) sono chiamate
modi collettivi e possono descritte tramite un’approssimazione chiamata RPA
(Random Phase Approximation).

Per comprendere meglio questo tipo di approssimazione, ¢ utile descrivere un tipo

di formalismo che verra poi utilizzato, ovvero il formalismo di buco-particella.

1.2.1 Formalismo buco-particella

In un sistema di Fermi allo stato fondamentale, le particelle hanno tutte energia
inferiore all’energia di Fermi
B h? <67T2

" 2m g,

Wi

) (L.7)

€r
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Essa dipende dalle caratteristiche del sistema tramite la densita di particelle p e
la degenerazione degli stati di singola particella g;.

L’energia di Fermi ¢ associata ad un momento kg, chiamato momento di Ferma:

Pk}

2m

(1.8)

€r

Il formalismo buco-particella prevede che lo stato fondamentale del sistema venga
rappresentato come uno stato di vuoto. Se una particella raggiunge uno stato
eccitato (e quindi supera il livello di Fermi), lascia, al di sotto dell’energia di
Fermi, un buco, con energia negativa. Se il momento della particella e |1+q| > kp,
in cui q e il momento trasferitole per permetterle di raggiungere lo stato eccitato,

il momento di buco avra valore | < kp.

_ — - - -
— e iy —— kp — kp .
— - ——— -
- =
— ——— — —_—
——— — . [—
— G S —_—
(a) Stato (b) Stato (c) Stato (d) Stato
fondamentale. eccitato. fondamentale. eccitato.

Figura 1.1: Sistema di Fermi non interagente: rappresentazione normale (figure a e
b) e rappresentazione buco-particella(figure ¢ e d)

In questo modo, & possibile descrivere gli stati eccitati come sistemi di buco-

particella.

1.2.2 Random-Phase Approximation

La RPA e un tipo di approssimazione che permette di descrivere stati eccitati
di piccola ampiezza tramite la sovrapposizione di stati di buco-particella. Puo
essere utilizzata per estendere modelli di campo medio statico, come il modello
di HF prima descritto, a modelli di campo medio dinamici. La RPA ¢ un tipo di
approssimazione basata sull’accoppiamento buco-particella.

Se si considera un sistema nel suo stato fondamentale, una particella soggetta
ad un potenziale esterno passa da uno stato con momento inferiore a quello di
Fermi (kr) ad uno stato eccitato con momento superiore; nel formalismo buco-
particella, questo corrisponde alla creazione di una particella al di sopra di kg e

di un buco al di sotto. Ogni eccitazione, dunque, puo essere descritta come la
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creazione di una coppia buco-particella.

Nel regime di piccola perturbazione, il nucleo nello stato eccitato ha delle oscilla-
zioni di piccola ampiezza attorno allo stato fondamentale, le quali possono essere
viste come combinazone di stati eccitati di buco-particella. Il contributo energe-
tico della perturbazione puo essere descritto tramite un potenziale che descrive
I’accoppiamento buco-particella V,_j, in cui con la notazione p — h si intende il

termine particle-hole.

H = H0+Vp_h (1.9)

L’equazione (1.9) corrisponde all’hamiltoniana perturbata, in cui Hy rappresenta
I’hamiltoniana dello stato fondamentale calcolata tramite HF.
Lo stato totale del sistema puo essere rappresentato come una combinazione

lineare di autostati delle coppie di buco-particella

n) = Zh:xph ph ") (1.10)

in cui n rappresenta il numero di coppie buco-particella e x, sono delle ampiezze
degli stati di buco-particella.
Gli stati [ph™!) possono essere descritti in termini degli operatori di creazione e

distruzione

’ph’1> = alay |0) (1.11)

in cui a;f) crea una particella al di sopra dello stato di Fermi e a;, crea un buco al
di sotto. Lo stato |0) corrisponde allo stato fondamentale del sistema calcolato
tramite HF'.

In questo modo, si ottiene:

In) = prha;ah |0y =T |0) (1.12)
ph

in cui I'l = > ph XphaLah e I'operatore che crea una particolare combinazione di n
stati di buco-particella.

Si puo dimostrare che T'l, rispetta le seguenti regole di commutazione [4]

T, T =1 (1.13a)
[H,T] = hw,I (1.13b)
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L’equazione (1.13a) ci dice che l'operatore rispetta le regole di commutazione dei
bosoni. Questo indica che il risultato sarebbe del tutto analogo nel caso in cui al
posto di T, e Tl si usassero degli operatori di creazione e distruzione di bosoni.

L’equazione (1.13b), invece, rappresenta ’equazione del moto dei sistemi di buco-
particella. Grazie a questa ¢ possibile dedurre che il loro moto puo essere associato
a quello di un oscillatore armonico [6].

Si giunge allo stesso risultato utilizzando direttamente 1’approssimazione di HF
descritta nel paragrafo 1.1.1, considerando funzioni d’onda dipendenti dal tempo
[4]. Questo metodo & chiamato Time Dipedent Hartree-Fock (TDHF).

1.3 Modelli oltre il campo medio

Come accennato nel paragrafo 1.1.1, 'utilizzo di un campo medio effettivo trascu-
ra parte della dinamica del sistema; rimanendo in un regime di approssimazione
di HF non e, dunque, possibile descrivere alcune proprieta. Tramite gli espe-
rimenti spettroscopici si osservano fenomeni dovuti ad accoppiamenti di stati
eccitati collettivi e di singola particella che richiedono una descrizione che vada al
di la dell’approssimazione di campo medio. A questo scopo, esistono modelli che
prevedono di estendere i metodi di campo medio includendo ordini perturbativi
dell’energia totale e di singola particella superiori al primo. Queste correzioni
fanno si che si possa recuperare parte della dinamica trascurata.

Nel caso in cui il potenziale abbia un range finito, si ottengono, come in approssi-
mazione di campo medio, delle espressioni con dei parametri liberi, i quali devono
essere fissati per poter riprodurre osservabili note. Il problema sorge quando si
considerano potenziali a range zero; in tal caso, il secondo ordine di correzione
dell’energia presenta una divergenza, chiamata divergenza ultravioletta.

La rinormalizzazione di questa divergenza e tutt’ora argomento di discussione; esi-
ste comunque un metodo, che prevede I'inclusione di un cut-off, il quale permette

di regolarla.

1.3.1 Forza di Skyrme e cut-off ultravioletto

Un tipo di potenziale di contatto molto utilizzato in fisica nucleare & denominato

forza di Skyrme, rappresentato dall’equazione (1.14).
1
V(r,r) = to(L+20P7)d(r1 —12) + St 0(r = r2)k* + (k)3(r —12)] (1.14)

+ tokio(r; —ro)k 4+ iWo(e™ + o@)k! x 6(r; — ry)k,
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in cui k ¢ il momento relativo tra le due particelle interagenti e le costanti ¢y, ¢y,
ta, xg € Wy devono essere riaggiustate utilizzando i dati sperimentali.

In questo elaborato verra utilizzata una forma semplificata dell’equazione (1.14):

V(r,r’) = gd(r — r’), (1.15)

in cui g € una costante.

L’utilizzo di un potenziale simile in un regime di oltre campo medio genera una
divergenza nel calcolo del secondo ordine perturbativo dell’energia totale. Per
capire 'origine di tale divergenza, riportiamo un esempio, il quale verra appro-
fondito nei capitoli successivi.

Se si considera una nucleone in un sistema a densita uniforme, approssimando
le interazioni tramite forze di Skyrme semplificate, come quella riportata nell’e-
quazione (1.15), la correzione del secondo ordine perturbativo dell’energia totale

avra la seguente forma:

02 4 1
AE — —d—w/ Lo g

- (1.16)
(2m)S B Ji—qljival>ke Bee' t2+1-q-k-q

in cui q rappresenta il momento trasferito (per maggiori dettagli si vedano i
capitoli 2 e 3).

Per grandi q, l'integrale puo essere approssimato nel seguente modo:

AE C/OOO dqq2q—12 = Cq|y (1.17)
in cui C' = —d%l’;—?.

L’equazione (1.17) presenta una divergenza lineare in ¢q. Questa divergenza e
dovuta, essenzialmente, al fatto che il momento trasferito puo arrivare ad infinito;
in questo modo, vengono coinvolte energie che vanno oltre la scala delle tipiche
energie nucleari, le quali fanno parte di fenomeni all’interno dei nucleoni stessi
che sono qui trascurati. E, dunque, necessario limitare il valore dell’integrale
ponendo un cutoff A sul modulo dei momenti trasferiti. Il valore di questo cut-off
puo essere ricavato a posteriori in modo che il risultato finale riproduca quantita

note.



Capitolo 2

Applicazione a sistemi nucleari

infiniti

Per la descrizione di un sistema a molti corpi, assumono un ruolo fondamentale
certe funzioni, chiamate funzioni di Green o propagatori [5]. Esse rappresentano
I’ampiezza di probabilita che una particella si trovi in un certo stato 1 ad un
tempo t e propaghi in uno stato 2 ad un tempo successivo, oppure si trovi in
una data posizione r; ad un tempo ¢ e propaghi nella posizione ry ad un tempo
successivo.

La loro importanza deriva dal fatto che essi permettono di descrivere grandezze
fondamentali di un sistema fisico complesso. Inoltre il loro significato e facilmente
interpretabile e possono essere calcolati tramite metodi sistematici ed automatici.
I propagatori possono essere definiti per sistemi relativistici e non relativistici, ma
poicé in questo elaborato verra trattato un sistema non relativistico, ci interesse-
remo solo di questi ultimi.

Il calcolo dei propagatori puo essere fatto risolvendo le equazioni differenziali ad
essi legate oppure espandendoli in una serie e calcolando questa con metodi ap-
prossimativi. Questo ultimo metodo puo essere applicato tramite i diagrammsi di
Feynman.

I diagrammi di Feynman costituiscono un potente strumento che permette di rap-
presentare graficamente ogni interazione in un sistema a molti corpi. I propagato-
ri possono essere calcolati traducendo direttamente in formule questi diagrammi

seguendo alcune regole, chiamate regole di Feynman.

11
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2.1 Diagrammi di Feynman

2.1.1 Particelle e quasi particelle

In un sistema a molti corpi, ogni particella ¢ soggetta a numerose interazioni; le
particelle con le quali interagisce formano un sorta di "nube” attorno ad essa.
Ogni misura sperimentale fatta sulle osservabili della particella e influenzata dai
potenziali a cui e soggetta. Si osserva, dunque, un sistema formato dalla particella

in questione piu le interazioni con le altre particelle, chiamato quasi-particella.

Quasi-particella = particella + interazioni con le particelle circostanti

La quasi-particella e libera di muoversi all'interno del sistema ed ¢ soggetta ad
interazioni con le altre quasi-particelle. Essa possiede una quasi-energia di quasi-
particella indipendente definita nel seguente modo:

th,Z

’
6quasz’7paw"ticell0t(k ) -

— (2.1)

in cui m* (la massa della quasi-particella) rappresenta la massa della particella
influenzata dal potenziale di interazione con tutte le altre. Quando viene fatta
una misura sulla massa della particella, non si ricava la sua massa vera e propria,
bensi la massa efficace.

La differenza tra l'energia di quasi-particella e quella di particella e chiamata
autoenergia ed e indicata con X; rappresenta il contributo energetico all’energia

di particella indipendente dovuto alle interazioni.

Z(E) = €quasi—particella — €particella (22)

Il calcolo dell’energia di quasi-particella permette di ottenere un’espressione della

massa efficace, confrontabile coi dati spreimentali.

2.1.2 Rappresentazione grafica per particelle classiche

Si consideri una particella classica inizialmente indipendente, la quale viene ag-
giunta, ad un tempo t = t;, ad un sistema di particelle, anch’esse classiche, nel
suo stato fondamentale; essa si trova inizialmente in uno stato iniziale 1. A se-

guito di interazioni con le altre particelle, si trovera, a tempo t = 5, in uno stato
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2.

La particella ha, dunque, una certa probabilita di propagare da uno stato 1 ad
uno stato 2 nel tempo t, — t;. Questa probabilita e descritta dalla somma delle
probabilita di ogni interazione possibile nel periodo di tempo considerato.
Ognuna delle interazioni puo essere rappresentata mediante un diagramma di

Feynman, come appare in figura 2.1.

. 12,83 1240
2.ta o 2. 1s N ey
/J\ |\f{ /l T,J '\L‘f/' "f:
= T ] {
- o A) tat AN 4 i A g T
Kr (A4) 1, (A)
1.t 1.4 1,1 T1,4 T1.t

Figura 2.1: Rappresentazione nel caso classico dei diagrammi di Feynman

Nella tabella 2.1 sono indicati i vari simboli che appaiono nella figura 2.1 con

il relativo significato.

Le interazioni vengono rappresentate in ordine temporale; nella figura, ¢t rappre-

senta la direzione del tempo.

Figura Significato
9 15
w Probabilita che la quasi-particella (particella + inte-
Lt rezioni) propaghi dallo stato 1 allo stato 2 nel tempo
to — 11
h.f,lt
% Probabilita che la particella (indipendente dalle inte-
at, razioni) propaghi dallo stato a allo stato b nel tempo
ty — g
!’\E';.ju Probabilita dell’interazione A

Tabella 2.1: Interpretazione dei simboli che appaiono nei diagrammi di Feynman nel
caso classico

Dunque, la probabilita che una quasi-particella passi dallo stato 1 allo stato

2 nel tempo ty — t1, puo essere scritta come:

P(1,2;ta—t1)t,—t,50 = Po(1, 2t —t1) + Po(1, Ayt —t1) P(A, ta) Py (A, 2t — t,) +
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+ P(](l,B,tb—tl)P(B,tb)Po(B,2,t2—tB) + ...+

+ PO(L A7 ta - tl)P(Aa ta)PO(Aa Ba tb - ta)P(Bv tb)PO(Ba 2a t2 - tb) +

Py corrisponde alla probabilita di propagazione della particella indipendente, in-
vece P(A) corrisponde alla probabilita che che ad un tempo ¢, la particella abbia
un’interazione A.

Poiché ogni interazione A puo avvenire in qualunque tempo t; < t, < t5, € ne-
cessario sommare su ogni t,, t,... Ne risulta che la probabilita che una particella
propaghi da uno stato 1 ad uno stato 2 nel tempo t, — t; e data dalla somma
su tutti i tempi e gli stati intermedi. Dal momento in cui U'intervallo ¢, — ¢; €

continuo, la somma sui tempi diventa un integrale.

P(1,2;ts — t1)ty—t;50 = Po(1, 25t — t1) +

+ Z/dtaPO(]-aA;ta _tl)P(a’)PO(A72at2 _ta) +
A

+ ;;/dta/dtbPo(l,A; tu—11)P(A)Py(A, B ty—t2)P(B)Py(B, 2; ts—t) + ...

2.1.3 Sistemi quantistici e propagatori

Nel caso quantistico, le interazioni sono mediate da bosoni, i quali vengono rap-
presentati nei diagrammi di Feynman tramite una linea ondulata o tratteggiata.
In figura 2.2 e riportanto un esempio di interazione mediata da una forza debole
(bosone Zp).

Figura 2.2: Interazione e™ +q — e~ +¢

Le probabilita di propagazione della particella da uno stato all’altro sono sosti-
tuite dai propagatori G.

La differenza tra propagatore e probabilita sta nel fatto che i propagatori descri-
vono 'ampiezza di probabilita. La probabilita quantistica ¢ data dal prodotto
del propagatore e del suo complesso coniugato, il che fa comparire nella sua

espressione anche dei termini di interferenza.
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P(L 2)quantistica = G*G = |G0<1, 2)|2 + GS(L Q)G(I) —+ ...

Termini di interferenza

in cui [ rappresenta la propagazione dallo stato 1 allo stato 2 tramite un’intera-
zione.

Poiche si vogliono rappresentare le interazioni tramite il formalismo buco-particella,
e necessario poter rappresentare il buco tramite i diagrammi di Feynman. Come
descritto nel paragrafo 1.2.1, esso rappresenta un vuoto lasciato dalla particella
una volta che ha cambiato il suo stato. Ha, dunque, energia negativa e viene
rappresentato tramite una freccia con verso opposto rispetto alla direzione tem-
porale (figura 2.3). Il motivo di questa convenzione verra compreso meglio fra

poco.

Interazioni tra particelle in sistemi infiniti nello stato fondamentale

I diagrammi di Feynman permettono di descrivere le interazioni tra particelle

all’interno di sistemi nel loro stato fondamentale tramite il concetto di vuoto del

Figura 2.3: Contributo del secondo ordine (due interazioni) in un sistema allo stato
fondamentale descritto tramite il formalismo buco-particella

formalismo buco-particella.

Innanzitutto, bisogna distinguere il caso in cui si consideri un sistema infinito
ed uno finito. Quest’ultimo presenta effetti di bordo che non possono essere
trascurati e complicano notevolmente il problema; per tale motivo, in questo
elaborato verranno considerati sistemi infiniti.

Un buon numero quantico utile a descrivere le proprieta di questi sistemi e il
momento angolare delle particelle. Un aspetto importante che deve emergere nei
diagrammi di Feynman e la conservazione del momento totale; un sistema allo
stato fondamentale, se rappresentato tramite il formalismo buco-particella, ha
inizialmente momento nullo. Anche durante 'interazione, deve dunque rimanere
nullo.

Nella figura 2.3, infatti, si ha

lk —q|, 14+ dq| > kr (Stato di particella)

k—q—-k+1+q—-1=0 con
d 4 {k: | < kp (Stato di buco)
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E da osservare che il diagramma rappresentato in figura 2.3 non rappresenta un
vero e proprio stato fisico, ma quasi-fisico, poiché I’energia non si conserva; infatti,
I’energia di una particella in termini del momento k & data da

_ RPK?

€ —

2m

Sommando i termini energetici delle particelle in figura 2.3, si ottiene

n*(k — q)? N Ri+aq)? BB W
2m 2m 2m 2m m

(" +1-q—k-q)#0

In realta, questi diagrammi sono soltanto un metodo matematico che permet-
te di rapprentare ogni contributo dello sviluppo perturbativo dell’energia della
particella, ovvero quantita non osservabili. Non devono, dunque, possedere sin-
golarmente un significato fisico osservabile, ma dipendono soltanto da come e
stato fatto lo sviluppo. La somma di tutti i diagrammi, invece, rappresenta una
quantita fisica osservabile.

Le interazioni in un sistema allo stato fondamentale sono molteplici e rappresen-
tate tramite diagrammi la cui somma ¢ solitamente difficile da calcolare (figura

2.4). A questo proposito, grazie al teorema dell’ampiezza di vuoto [5] la situa-

Opsomsnns() + @+<Z:Q+ .'|++
OO | OO
O >

Figura 2.4: Diagrammi di Feynman della serie perturbativa di vuoto

zione risulta molto piu semplice; infatti, esso dimostra che I'energia totale dello
stato fondamentale puo essere descritta dalla somma dell’energia delle particelle
libere e dei contributi delle interazioni, i quali possono essere rapprentati tramite

la somma di diagrammi non scomponibili (equazione (2.3)).

E0:W0+M+@+®++...+
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(O~0)P + .. (2.3)

Questo argomento non verra qui approfondito, poiché non serve allo scopo di
questo elaborato. Cio che invece verra meglio descritto e il comportamento di
una particella con momento k che viene aggiunta all’interno di un sistema allo

stato fondamentale.

- ( OO 7 00

(a) Diagramma scomponibile. (b) Diagramma non scomponibile.

Figura 2.5: Diagrammi scomponibili e non.

Propagatore di particella singola

I diagrammi di Feynman sono utili anche per descrivere il comportamento di
una particella, inizialmente indipendente, con un momento iniziale k che viene
aggiunta all’interno di un sistema di particelle nel suo stato fondamentale. Essa e
rappresentata dalla somma dei diagrammi dei contributi di ogni interazione della

particella con le altre particelle (equazione (2.4)), come nel caso della particella

ke d t@

classica.

A differenza del sistema isolato allo stato fondamentale, in cui la propagazione
di una particella ¢ sempre abbinata alla propagazione di un buco per poter man-
tenere il momento totale nullo, in questo caso ogni diagramma e accomunato da
una particella entrante di momento k. Il momento totale del sistema deve, co-
munque, conservarsi; ad ogni interazione della particella con le altre si crea una

coppia buco-particella che contribuisce a mantenere il momento totale iniziale.
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Qualunque diagramma non rispetti questa regola non deve essere considerato.
Le traiettorie delle particelle vengono descritte da un propagatore rappresentato
tramite una funzione G, la quale puo essere definita sia nella base delle coordinate

che dei momenti.

iG(r1,ro;te — t1)1y—t,50 = 1GT(ry,v95ty — t1) = Ampiezza di  probabi-
lita che una particella si
trovi in r; a tempo t; nel
sistema allo stato fonda-
mentale ed in ry a tempo ts,
sempre lasciando il sistema

allo stato fondamentale.

Per passare nella base dei momenti, basta utilizzare la trasformata di Fourier.

iG(ky, ko;to — t1) 1,450 = iGT(ky, Ko;to — 1) =  Ampiezza di  probabi-
lita che venga aggiunta
una particella nello stato
or, a tempo t; e propaghi
allo stato ¢, a tempo to
mantenendo il sistema allo

stato fondamentale.

La definizione piu utilizzata nel caso di sistemi infiniti e quella nella base dei
momenti, poiché permette di descrivere le proprieta del sistema in funzione dei
momenti delle particelle.

G™T & definito per ty — t; > 0; per altri tempi si ha che Gt = 0, in modo da
rispettare la causalita. Esso rappresenta ’ampiezza di probabilita di propaga-
zione di una quasi-particella in un sistema nello stato fondamentale e puo essere
rappresentato come la somma delle ampiezze di probabilita di tutte le interazioni

possibili.

Gt (ki  kojto — 1) = G (ky, koo — 1)

+/d3m/dtmag(m1,k2;t2 ) WVnGE (ki t — )+ (25)

in cui V,,, ¢ il potenziale dell’interazione che manda la particella ad un momento
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m e G rappresenta il propagatore di particella libera.
Quest’ultimo puo essere ricavato grazie all’equazione di Schrodinger dipendente
dal tempo, dalla quale si ottiene I’evoluzione temporale della funzione d’onda. A

tempo t = t; si ha:

U(r,t1) = Pry (r) (2.6)

A tempo t = ty, lo stato evolve secondo 'operatore di evoluzione temporale di

particella libera:

Y(r,ta) = @, (r)e mltamt) (2.7)

Percio, 'ampiezza di probabilita che la particella si trovi in ¢y, al tempo ¢5 par-

tendo da uno stato ¢y, al tempo ¢; (con t; < t3) & data da

[ @t )6, (1) = e [drgy, (v)or, (x) (2.8)

51617162

Dalla definizione di propagatore si ottiene:

Gar(kl, kQ, t2 - tl) == —’ietQ,tl@iiEkl (t27t1)5k1,k2 = GJ(k, t2 - tl) (29)

Dunque, 'ampiezza di probabilita che una particella propaghi liberamente ¢ data
da

—if, g ek E2m0) per ty £t
Gi(kity — 1)) = famh per 2 7 1y (2.10)
0 per to =1,
Il propagatore puo essere definito anche per tempi in cui to —t; < 0
Nella base delle posizioni:
iG(rl, ra; t2 — tl)tg—t1<0 = iG_(rl, Iro; t2 — tl) (211)

Oppure, nella base dei momenti:

ZG(k, t2 — tl)t27t1<0 = ZG_ (k, t2 — tl) (212)
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Esso rappresenta il propagatore per uno stato di buco. Infatti, se si calcola il

propagatore per una particella libera con ¢y < 1, si ottiene:
GO_ (kl, kQ, tQ - tl) = —ietl_tQG_iekl (tQ_tl)(;kth = GO_ (k, tQ - tl) (213)

con €, > 0.

Se si moltiplica sia €, che to —t; per —1, si ottiene:
_ietQ*tle_i(_gkl)(m_tl)ékl,kz = _ietQ*tl e_ieggl(m_tl)ékl,/m = G3_<k7 o — tl)

con €, < 0, ovvero uno stato di buco.
Come nel caso in cui ¢y < t1, il propagatore di buco indipendente ¢ rappresentato

da

— 0y, _y, ' (271) per £y £ 1)

(2.14)
1 perit, =1t

Gy kit —t1) = {

2.1.4 Regole di Feynman

Grazie alla teoria delle perturbazioni dipendenti dal tempo ed alla definizione di
propagatore data nel paragrafo 2.1.3, si ottiene un dizionario con il quale tradurre
i diagrammi di Feynman (tabella 2.2).

In generale, i sistemi a molti corpi possono essere facilmente rappresentati e

descritti seguendo alcune regole:

1. Per ricavare I’'nesimo ordine perturbativo, bisogna disegnare n line ondulate

(o tratteggiate) e due punti esterni.

2. A questo punto, collegare tuttii punti in tutti i modi possibili con linee rette,

in modo da ottenere diagrammi non equivalenti (nel senso di Feynman).

3. Indicare ogni linea con un momento k in modo che la somma dei momenti
entranti sia uguale a quelli uscenti, eliminando tutti i casi anomali o che

non conservano il momento.

4. Valutare i grafici tramite il significato rappresentato in tabella.
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Queste valgono per qualunque tipo di sistema e saranno utilizzate nel prossimo
capitolo per il calcolo della perturbazione al secondo ordine perturbativo di una

particella inizialmente indipendente interagente con un sistema a molti corpi.

2.2 Autoenergia di una particella in un sistema

nucleare a densita uniforme

Quando si fanno misure su proprieta di una particella, € impossibile prescindere
dalle interazioni a cui essa ¢ soggetta; ¢, dunque, utile avere un’espressione delle
quantita effettive confrontabili con i dati sperimentali. Una di queste e la massa
efficace, di cui si e gia parlato nel paragrafo 2.1.1. Come si vedra in seguito, e
possibile ottenere un’espressione della massa efficace in termini dell’autoenergia
di particella calcolata ad un certo ordine perturbativo. L’espressione che si ottiene
presenta dei parametri liberi, come, ad esempio, il parametro di cut-off del secondo
ordine perturbativo dell’energia totale, i quali possono essere ricavati tramite un
confronto coi dati sperimentali. Quando si fa una misura sulla massa di una
particella, cio che si ottiene e, in realta, la massa efficace, la quale puo essere

confrontata con l’espressione teorica.

2.2.1 Massa efficace

Nel capitolo 3 si vuole calcolare la massa efficace di un nucleone in un sistema
infinito; il momento iniziale k risulta, dunque, un buon numero quantico con il
quale descrivere le proprieta del sistema.

Di seguito viene riportato una sorta di prospetto che descrive in modo semplice
come calcolare la massa efficace di una particella in termini del momento iniziale
utilizzando un’espressione dell’autoenergia.

L’energia E di un nucleone puo essere scritta come

_ PR?

2m

E

+Y(k, E) (2.15)

in cui X rappresenta l'autoenergia.

Da qui si ottiene

dE K’k dXdE 42
ab _ Wk exdb | dk 2.1
-~ m Tapar Tk (2.16)

Percio
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dE1 ax Bk dY

—(1 - —= — 2.17
a1 aE T T (2.17)
Come descritto nel paragrafo 2.1.1, si vuole rappresentare l’energia della particella
come energia di particella indipendente utilizzando una massa efficace m*, la quale
tiene conto dei contributi delle interazioni.

L’energia E, dunque, puo essere scritta come

_nK? dE R’k

E =
2m* - dk m*

(2.18)

Confrontandola con l'equazione (2.17), si ottiene un’espressione per la massa

efficace in funzione di k, £ ed m

K2k dy . . Rh’k dX
= (1= D)) (2.19)

m

m*

2.2.2 Autoenergia

Nel paragrafo 2.1.1 e stato visto che 'autoenergia di una particella corrisponde al
contributo energetico dovuto alle interazioni col sistema in cui ¢ posta la particel-
la. Essa puo essere rappresentata graficamente tramite i diagrammi di Feynman
utilizzando la definizione di propagatore.

11 propagatore della particella nuda ¢ descritto nell’equazione (2.14). Grazie all’e-
quazione (2.1), il propagatore di una quasi-particella con momento k puo essere

scritto come quello di particella indipendente con massa efficace m*.

(g—p)

—i6, —ie (t2—t1) t t
Grkity—ty) =4 7he " per f2 7 (2.20)
0 per to =1,

: - (g=p) _
11 cul €, — Equasi—particella(k)~

Utilizzando le equazioni (2.10) e (2.20), ¢ evidente che l'autoenergia della par-
ticella puo essere ottenuta dal prodotto dei propagatori di quasi-particella e di
particella per to > t;

Gt —je—ied P (ta—t1)

.+ (g—p) )
? - —Zlefiek(thtl) - e_l[ekq ’ _Ek}(m_tl) = e_ZZk(tQ_tl)v (221)
0

in cui 'ultimo passaggio ¢ dato dalla definizione dell’autoenergia dell’equazione
(2.27).
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Per cui,

G = Gfe ™tz (2.22)

L’equazione (2.22) puo essere confrontata con I'equazione (2.4), la quale rappre-
senta la serie dei contributi dello sviluppo perturbativo del propagatore G di
singola particella descritta tramite diagrammi di Feynman.

Un passaggio utile, che permette di semplificare il confronto, e quello di scrivere
I'equazione (2.4) in una serie di diagrammi non scomponibili, come fatto nel pa-
ragrafo 2.1.3 per il sistema allo stato fondamentale, tramite i passaggi riportati

nell’equazione (2.23).

2 % FXFJ+FJX|D++(223)
3% X —|—l-‘o>< Q X + ..

x<wo+<:7+@+...)n

s

n=1
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1
o mn0+@+®+...

Il propagatore di singola particella puo essere, dunque, scritto come

1
Gt = 2.24
[GF]~! — 3 (diagrammi non scomponibili) (2.24)

Per semplificare il passaggio successivo, e utile una rappresentazione nella base
(k,w) anziché (k,t); 'equazione (2.22) puo essere scritta nella prima base grazie

alla trasformata di Fourier:

—+00 —+00

d(t2_tl)Ga—e—iZk(m—m)eiwt _ / d(tg—tl) (_i)e—iEk(m —tl)e—iEk(m—m)eiwt

00 0

1
_w—ek—2k+i5

(2.25)

Uguagliando I'equazione (2.24) con 'equazione (2.25), si ottiene

1 1
w—e— Y +i6  [Gf(k,w)]! — (X diagrammi non scomponibili)

1

T w— e t+id— (3" diagrammi non scomponibili)’

(2.26)

in cui, nell’ultimo passaggio e stato utilizzato il dizionario della tabella 2.2.
Quest’ultima equazione permette di rappresentare I’autoenergia tramite una serie
infinita di diagrammi di Feynman non scomponibili, in cui ognuno rappresenta

un contributo ad un ordine perturbativo.

Se= ~0 + U+ @ + . (2.27)

Esistono approssimazioni che permettono di calcolare la serie considerando sol-
tanto i termini che, in un dato sistema, danno il maggior contributo. Il modello di
HF, ad esempio, puo essere ottenuto prendendo in considerazione solo i diagrammi

di primo ordine presenti nell’equazione (2.27).
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Sprp= ~~0) + @ (2.28)

Un’altro tipo di approssimazione ¢ la RPA, gia descritta nel paragrafo 1.2.2. Nel
prossimo paragrafo si discutera di come rappresentare I’autoenergia di particella

singola calcolata tramite RPA in serie di diagrammi di Feynman.

2.2.3 RPA per una nucleone in un sistema a densita uni-

forme

Come descritto nel capitolo 1, la RPA permette di ottenere un’approssimazione
che riproduca le proprieta dei livelli vibrazionali a bassa energia nei sistemi a
molti corpi.

Nei nuclei esistono diversi tipi di vibrazione. Alcuni sono oscillazioni di densita
prevalentemente di superficie, altri di volume. In questo lavoro pensiamo alla
RPA come una valida approssimazione per descrivere le oscillazioni di densita
della materia uniforme.

Nel limite di campo medio, la RPA considera i contributi dinamici del primo
ordine perturbativo. Tramite modelli oltre campo medio, invece, la descrizione
puo essere estesa a termini di ordine successivo. Cio che si vuole ottenere con
quest’ultimo metodo e una migliore descrizione di certi fenomeni spettroscopici
dovuti all’accoppiamento di stati eccitati collettivi e di particella singola, non

descritti dai modelli di campo medio.

Rappresentazione grafica

La teoria delle perturbazioni dipendenti dal tempo permette di calcolare I'am-
piezza di probabilita che una particella in uno stato 1 al tempo ¢y si trovi nello
stato 2 a tempo o, rappresentata dal propagatore G (paragrafo 2.1.3).

In termini dell’operatore di evoluzione temporale S(ts,t1), si ottiene

GH(L,2ita — 1)) = (2] S(ta, 1) |1) (2.29)

In rappresentazione di interazione, I’azione dell’operatore temporale dipende dal
potenziale di interazione V che, nel caso di RPA, e proprio l'interazione di buco-
particella (V =V,_).

1 gt
S(ta, 1) = exp (E t dthh(t)) (2.30)
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Per piccole perturbazioni, e possibile sviluppare in serie I'operatore di evoluzione

temporale nell’equazione (2.29), ottenendo

1t 1 1 t2
G2 Tsta=ta) = @l T [ AV Oy [ Vot ) 1) =
1t 1
— by + E/t dt (2] S (t, 1) V,_nSo(t, 1) 1) (2.31a)
1
]‘ ]‘ t2 / v 7 —1 /4 / —1/4n 7
+-— dt dt” (2] Sq (U, t1) Ve nSo(t', 1) Sy (8", t1) VonSo(t", t1) [1) + ...
2 (lh)Q t1 t1
(2.31Db)
=Go (Lita—t)+GY: (2, Lita—t) + G (2,mita—1,)GY, | (m, Lt —t) +...
(2.31c)
Il propagatore di particella indipendente G puo essere scritto come
in cui )
So(tg — tl) = exXp (EHO(tQ — tl)) (233)

Hj rappresenta ’hamiltoniana di particella indipendente.

L’equazione (2.31) diventa

G(Q, 1, t2_t1) = G0(2, 1, t2_t1>+/ dm/dtmGo(Q, m; tQ—tm)%,hG(](m, 1, tm—t1>

+/dn/dl/dtn/dth0(t2 Vo1 Goltn — ) VonGoltm — 1) + ..

= Go(2, 11t — 1) + /dm/dtmGo(Q,m; ty — ta)VonGlm, Lt — 1) (2.34)

Ognuno dei termini della serie (2.31) rappresenta il contributo ad un ordine per-
turbativo. Il secondo termine della (2.31a), ad esempio, rappresenta il contributo
al primo ordine perturbativo in cui compare una interazione buco-particella. Nel
secondo ordine (equazione (2.31b)) compaiono due interazioni, ecc.

Per mezzo della tabella 2.2 & possibile rappresentare I'equazione (2.34) tramite
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diagrammi di Feynman:

1

— + + ::O + + ... (2.35)

La rappresentazione grafica del propagatore in approssimazione di RPA ¢ com-
posta da diagrammi in cui sono presenti degli ”anelli” formati da coppie di buco-
particella; per questo motivo, la RPA € anche chiamata approssimazione ad anelli
(ring approximation).

Il risultato qui ottenuto puo essere confrontato con quello del paragrafo 1.2.2.
Infatti, il potenziale utilizzato per descrivere 'operatore di evoluzione tempora-
le nell’equazione (2.33) ¢ lo stesso di quello utilizzato nell’hamiltoniana (1.9).

Dunque, anche in questo caso I'hamiltoniana del sistema puo essere scritta come

H=Hy+V,, (2.36)

Tenendo conto di quanto detto nel paragrafo 2.2.2, 'autoenergia per un sistema

che puo essere descritto tramite RPA, in forma di diagrammi di Feynman risulta

Sk = ~~0) + EO + @+ (2.37)

I1 secondo termine che compare nell’equazione (2.37) & esattamente quello che

verra calcolato nel prossimo capitolo.
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Elemento di diagramma Traduzione
*k.w 0 k,u* iG(k,w)
{k.w (o) k.w* 5k>kp =40
Z.Go(ky CU) = w—E]:"‘i(Sk ) 5k>kF

iG(k,w) exp(iw0T)

(07 x 00 = 0)

iGo(k,w) exp(iw0™)

{ o dwiGok, w) exp(iw0™)

—c0 297

= Ok, —s]

— Viimn oppure —iV,

Ogni loop di fermioni (es: N )

Ogni frequenza intermedia w

dw
2w

Ogni momento intermedio k

>k oppure f% (per Q=1)
(inclusa la somma sugli spin)

Tabella 2.2: Traduzione degli elementi che appaiono nei diagrammi di Feynman per
un sistema di fermioni interagienti senza un potenziale esterno
(metodo di Feynman [5])



Capitolo 3

Calcolo della correzione
dell’autoenergia al secondo

ordine perturbativo

Nei capitoli precedenti e stato visto, in linea generale, come approssimare le inte-
razioni a cui una particella & soggetta quando si trova in un sistema a molti corpi.
Queste approssimazioni fanno si che nei risultati finali compaiano dei parametri
liberi i cui valori devono essere fissati; e bene, dunque, ottenere delle espressioni
di quantita osservabili confrontabili con i dati sperimentali.

Una quantita importante e I’energia di singola particella. Infatti I’energia dell’ul-
timo stato occupato (o del primo stato libero) e misurabile come differenza delle

energie dei sistemi

E(N)—E(N —1) (oppure E(N+1)—E(N)).

[’autoenergia e la differenza tra I’energia in una data approssimazione e la stessa
calcolata all’ordine zero (particelle libere o descritte in approssimazione di HF).
Inoltre, essa permette di calcolare osservabili come la massa efficace, gia descritta
nel paragrafo 2.2.1.

Nello studio dei sistemi nucleari, il contributo al piu basso ordine perturbativo
dell’autonergia (secondo ordine) viene spesso calcolato utilizzando ’approssima-
zione di HF come ordine zero, ottenendo, in termini dei diagrammi di Feynman,
'espressione (2.28).

In questo e nel prossimo capitolo ci si propone di calcolare il contributo al secondo
ordine perturbativo dell’autoenergia di un nucleone in un sistema uniforme, le cui
interazioni sono descritte da un potenziale di Skyrme semplificato, come quello

che compare nell’equazione (1.15).

29
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Dall’equazione (2.37) si ottiene il contributo al secondo ordine perturbativo:

AEF = k-q l (3].)

Traducendo il diagramma tramite la tabella 2.2, si ottiene 'espressione (3.5).

02 02 1
Y Bq 1

(27)% 2 Jik—al hral> ke W= €xq ~ €14q + €+ 0

AE (k,w) = —d (3.2)

A causa del contributo immaginario dato al denominatore da id, I’equazione (3.2)

puo essere separata in una parte reale ed una immaginaria:

AE(k,w) = R(k,w) + il (k,w) (3.3)

La parte immaginaria permette di calcolare il tempo di vita medio della particella
e la parte reale corrisponde all’effettivo contributo dato dalle interazioni all’au-
toenergia [5]; quest’ultimo e, dunque, quello che interessa allo scopo di questo
elaborato. Esso puo essere calcolato tramite due differenti metodi.

Il primo metodo prevede 'utilizzo della cosiddetta relazione di dispersione: se
AE(k,w) ¢ data dall’equazione (3.2), allora si ha che [7]

R(k,w) = £ / k) (3.4)

T Jwp w—w

L’equazione (3.4) permette di calcolare la parte reale partendo da quella imma-
ginaria.
Il secondo metodo, quello qui utilizzato, consiste, invece, nel calcolare diretta-
mente l'integrale che costituisce la parte reale dell’equazione (3.2), dato da

0% 2 1
d*q d’1 (3.5)

6 o I<kp
(2m)° 2 Jj—al.h+al>kr W= €k—q = €ltq T €

R(k,w) =—d

Il calcolo di questo integrale risulta alquanto lungo e difficile, per cui e stato
necessario adottare un’approssimazione che lo semplificasse.

Prima di descrivere il tipo di approssimazione e di passare al calcolo dell’integrale,
e necessario introdurre il concetto di particelle on-shell ed off-shell, di cui si parla

nel prossimo paragrafo.
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3.1 Particelle on-shell ed off-shell

Nel paragrafo 2.1.3, e stato visto che i diagrammi di Feynman, se presi singo-
larmente, non descrivono processi propriamente fisici, bensi processi in cui le
particelle possono essere virtuali. La somma di tutti i diagrammi possibili descri-
ve, invece, un’osservabile fisica. Infatti, un singolo diagramma puo descrivere un
processo fisica; nel caso, ad esempio, in cui I'energia della particella sia maggiore
od uguale alla minore energia raggiungibile attraverso tutte le particelle in gioco
durante 'interazione, il diagramma descrive un processo fisica. In ogni caso, la
correzione all’autoenergia non sara mai un’osservabile, invece la somma di tutti i
diagrammi descrive un’osservabile fisica.

Se si considera una particella reale (fisica), bisogna tenere conto che essa deve
rispettare la legge di dispersione che ne descrive il moto. Per una particella non

relativistica (ovvero il caso trattato in questo elaborato), essa ¢ data da

_ RPK?

m

E

+ Y(k, E), (3.6)

in cui X(k, E) ¢ autoenergia della particella.
Nel caso in cui si calcoli la correzione al secondo ordine perturbativo, grazie alle
equazioni di Dyson [5], Pautoenergia X presente nell’equazione (3.6) corrisponde

alla correzione dell’autoenergia all’ordine perturbativo piu basso, per cui si ottiene

_ RPK?

2m

E

+V(k,E), (3.7)

in cui ¥ (k, F) = V(k, E), la quale puo essere calcolata tramite il modello di HF.
I punti dello spazio energia-momento fanno, dunque, parte dell’iperboloide de-
scritto dall’equazione (3.7), la quale dipende dal valore della massa della par-
ticella; per questo motivo, la particella viene detta on mass shell (abbreviato,
on-shell).

Quando si tratta, invece, di particelle virtuali, 'equazione (3.6) non & piu soddi-
sfatta; I’energia E ed il momento k risultano, dunque, tra loro indipendenti.

In questo caso, la particella viene detta off-shell.

L’integrale dell’equazione (3.5), in cui w = E, descrive la correzione dell’energia

al secondo ordine di una particella virtuale, per cui si ha che

h2k2
2m

w# + V(k,w) (3.8)

Le quantita ex_q, €144 € € corrispondono all’energia delle particelle libere che
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compaiono nel diagramma dell’equazione (3.1). L’integranda dell’equazione (3.5)
puo, dunque, essere scritta come (poiché si vuole calcolare la parte reale della
correzione all’autoenergia, d’ora in poi, con la notazione AFE(k,w) si intendera
R(k,w) dell’equazione 3.3):

02 v? 3 3 1
(27)% 2 Ji—al iral> ke W= €xq = €l1q T €
02 v?m 1
—d——— d*q &°1 ; , 3.9
(2m)6 n? |k7q\l,|<lin\>kp —ktw +¢*+q-(1-k) (39)

in cui W = %—Tw.

Come si vedra in seguito, il calcolo dell’integrale in tali condizioni risulta lungo
e complicato. Per semplificare la situazione, la particella verra approssimata al
caso on-shell e considerata inizialmente libera, cosl da ottenere la seguente legge

di dispersione semplificata:

n2k?
= 3.10
“ 2m ( )
In questo modo, I’'equazione (3.9) diventa
02 v2m 1
AE(k) = —d———5 - d®q d’1 , 3.11
") (2m)° B Jic-alialsir ¢+l-a-k-q 34y

la quale risulta molto piu semplice da calcolare.

Per completezza e per potere, in un futuro, riprendere i calcoli senza utilizzare
I’approssimazione di particella on-shell, verra, qui, riportata una parte del calcolo
completo dell’integrale (3.5) con la relazione di dispersione esatta. Esso verra

approssimato tramite la (4.3) in un secondo momento.

3.2 Svolgimento dell’integrale

11 primo passo da fare per risolvere la quantita (3.5) & quello di definire il dominio
di integrazione nel modo piu semplice possibile. In questo elaborato, 'integrale
verra svolto partendo dalla variabile 1. Definiamo, dunque, la quantita [(k,w)

come
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02 o2 1
](/{3, w) = _d—6¥ I<kp dgl k2o
@m)°S 1 Iprgree 4?4 q-(1-k)

(3.12)

Le condizioni poste sul dominio di integrazione fanno si che, per diversi valori di
q, esistano domini di 1 differenti. In particolare, bisogna distinguere due casi: il
caso in cui ¢ < 2kp ed il caso in cui ¢ > 2kpr. In appendice A sono riportati tutti i
passaggi che portano ad una rappresentazione grafica del dominio di integrazione

per entrambi i casi.

3.2.1 Svolgimento dell’integrale nella variabile 1

Come spiegato nel paragrafo precedente ed in appendice A, l'integrale (3.12) deve

essere svolto in due parti. Esso puo, quindi, essere scritto come

I(k,w) = L(k,w)+ L(k,w)

in cui [;(k,w) ed Iy(k,w) rappresentano, rispettivamente, l'integrale per ¢ < 2kp

e l'integrale per ¢ > 2kp.
Integrale per ¢ < 2kp

Partendo dalla condizione in cui ¢ < 2kp, si ottiene la seguente equazione

1
I,(k :/ e B —— 3.13
1( ) lT]in|>k];F k2;w +q2—|—q(l—k) ( )

Il dominio di integrazione puo essere graficamente rappresentato come in figura
3.1, dove q e fissato e diretto lungo l'asse z.

La soluzione completa del dominio dell’integrale e riportata in appendice A; in-
vece, tutti i passaggi per il calcolo della soluzione dell’integrale vengono svolti in
appendice B.

Per la condizione q < kg, si ottiene il seguente risultato:

K B kg 1,55 -k-q 2o
Lkw) =7 [BF g2 2 Ay 22 T2 A2 g,
1(k, w) {[q ( . ) q( p )"~ q]log(—;
kQ—w’_k_q K2 — q2 1k2—w’_k_q k2 k2 —
+ [g+2(—2 lo —k-q+—)+[-(—=——)’—L]1o
2 g I (T g
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E2—u' 2 _ k.
—%+kF+ z +d q} (3.14)
T
- | ‘q+l| < k‘p
z

Figura 3.1: Dominio di integrazione della variabile 1 quando ¢ < kp

Integrale per ¢ > 2kp

La condizione che q sia maggiore di 2kp prevede che le sfere rappresentate in
figura 3.1 non si intersechino. Si ha, come conseguenza, un risultato differente

rispetto a quello dell’equazione (3.14).

1
IQ(k,CU) - /<k:F,q>2kF d3l

, (3.15)
Waskr 252+ @2 4+q- (1-k)

Il dominio di integrazione ¢ rappresentato in figura 3.2.

Come per g < 2kp, la soluzione completa del dominio e riportata in appendice A
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B [q+]] < kr

Figura 3.2: Dominio di integrazione della variabile 1 quando q¢ > 2kpg
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e lo sviluppo dell’integrale in appendice B.

In tale condizione, si ottiene:

k2 k2o’ — k- 1 k2 —w —k- k2 — o
Lk, w) = W{[—F—Q(z—q)——( : )2 — ] log( ~k-q+¢° +kpq)
q q q q
1 k25w/_k.q2 k2;w/_k.q ]{Z% > — )
+[5(f) +2(———) +¢— —]log( +¢ —krq—k-q)

(3.16)

A questo punto, e possibile passare allo svolgimento dell’integrale nella variabile

q.

3.2.2 Svolgimento dell’integrale nella variabile q

Tenendo conto delle costanti che appaiono nell’equazione (3.5) e della suddivisione

fatta per il dominio di integrazione di 1, 'autoenergia, a questo punto, risulta

Q2 2
Sk, w) = —d—— o ( / pemy dPq I (k,w) + / oy dq IQ(k,w)>
[k—al>kp |k—q|>kr
(3.17)

Il dominio d’integrazione per la variabile q ¢ stato determinato in maniera alge-
brica e non geometrica, ottenendo quattro diverse condizioni. I passaggi completi

sono riportati nelle pagine seguenti.

Soluzione matematica del dominio di integrazione della variabile q

Per semplificare i calcoli, e stato fatto, innanzitutto, un cambio di variabili,

utilizzando q’ = —q invece che q. Per cui

k—q] = [k+q|

Tramite la condizione di integrazione su k, si ha che

k+q’| > kr = \/k2+q’2+2kq’0059 > kp

Elevando al quadrato ambedue i membri, si ottiene:
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kQ _ /{Z2 2

k% 4+ ¢ 4 2kq cos§ > k% = cosh > L 5% /—q
q

(3.18)
Questa condizione deve essere considerata nel caso in cui il secondo membro
dell’equazione (3.18) sia maggiore di —1; in caso contrario, il coseno varia tra —1
e +1.

k% _ /{Z2 _ q/2
—_— > -1 d
g > (3.19)

La disequazione (3.19) ¢ verificata per

k’—k’F<q/<k3+k’F

Poiche l'integrale si suddivide in una parte in cui ¢ > 2kgr ed una in cui q < 2kp,
e necessario valutare se 2k debba essere maggiore o minore di k —kp e di k+kp.

Facendo il confronto si ottengono i seguenti risultati:

2kr <k —kr = k> 3kp (3.20a)
2kr >k —kpr — k< 3kp (3.20Db)
2kr <k+kp — k>kp (3.20¢)
2kr >k+kpr — k<kp (3.20d)

In generale, potremmo pensare di considerare valori arbitrari di k. Tuttavia i
momenti vicini a kr sono quelli che hanno un significato fisico piu chiaro e sono
accessibili sperimentalmente. Come gia richiamato all'inizio di questo capitolo,
se ad esempio consideriamo una particella subito sopra al livello di Fermi la sua
energia corrisponde alla differenza tra le energie totali (misurabili) E(N + 1) —
E(N). Una situazione analoga vale per un buco subito al di sotto del livello
di Fermi. Tuttavia, ci siamo limitati nel seguito allo studio del caso k > kg
e non troppo diverso. Per questo motivo, le condizione (3.20a) e (3.20d) sono

automaticamente escluse. Si ottiene, dunque

k—kp <2kp <k+kp per krp < k < 3kp. (321)
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Soluzione dell’integrale

A questo punto, I'autoenergia puo essere scritta tenendo conto delle condizioni
poste su q’ nell’integrale (3.17) e della condizione (3.21).
Osservando le equazioni (3.14) e (3.16), ¢ evidente che molte parti degli integrali

sono simili. Per facilitare la scrittura, possiamo chiamare

B o kg g kg, Ko 2
o ai(k,w) =[TF-2(—"——7)—(———) —qlog(*F=+k-a+¢° +krq)

R —_ k K2/ k k2 2_
o a_i(k,w) = [2(—=—) 4 L (=24 g EE log (K5 4 ke q g2 — ki)

o' k. . )
e ay(k,w)= [q+2(%q)]log(k%+k.q+%)

[y k 2 2,
o az(k,w) = [2(—==3)2 - Eeflog (B 4 k- q + kpg)

2_ 1
k 20.1 +q2+kq
q

pik,w) = —4 +kp+

2_ ./
k 20.1 +q2+kq
q2

® pz(k, w) = 2]{?F

Nelle equazioni precedenti, ¢ stato utilizzato il cambio di variabili q° = —q,
chiamando, nuovamente, la variabile q’ come q.

L’integrale in q dell’autoenergia puo essere scritto come

A 1
I(k,w; A) =27 {/ dqqz/ dcosf[a; + a_1 + po]
k+kp -1

k+kp ) 1
+/ dqq k2 —k2—g2 dcosf [(1,1 + a_q + p2]
2]€F b

2kq

2k 1
—l—/k . dqq® w22 deostlar + az + as + pi] (3.22)
—RF

2kq

k—kp o1
—l—/o dqq /1dcosﬁ[a1—|—a2+a3 —l—pl]}

E da notare che il primo integrale dell’equazione (3.22) presenta una divergenza
lineare in q per q grandi. Come descritto nel paragrafo 1.3.1, infatti, il contributo
al secondo ordine perturbativo presenta la cosiddetta divergenza ultravioletta. Per
questo motivo e stato posto un cut-off A all’estremo superiore dell’integrale, il
quale verra preso finito e trattato tramite metodi di rinormalizzazione.

Come accennato nel paragrafo 3.1, I'integrale cosi scritto risulta lungo e difficile da
risolvere. Il calcolo puo essere semplificato utilizzando I’approssimazione on-shell.

In questo modo, si ottiene che
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Questa condizione rende la soluzione molto piu semplice.

Le varie parti dell’integrale possono essere scritte, in coordinate sferiche, come
e a;(k,w)= [%2 cos® 0 + 2k cos + q — %] log(¢* — krq + kqcos )
e a (k,w)= —[% cos? 0 + 2k cosf + q — &] log(q? + krpq + kqcos0)
o ay(k,w) = [q+ 2kcosb] log( + kqcos0)
o az(k,w) = [%2 cos? 0 — %F] log(kpq + kqcos6)
o pi(k,w) =2+ kp+kcosd
o no(k,w) =2k + 2’“{;—’“ cos 0

L’integrale (3.22) ¢ stato risolto utilizzando queste ultime condizioni con 'ausilio
del programma di calcolo simbolico mathematica e ne viene, dunque, riporta-
ta solo la soluzione completa della correzione al secondo ordine dell’autoenergia

(equazione (3.23)).

0% v22mmn? 02 v2mmn? A E\? 2\ 2
AE(k: )\ d L(k:)\) = —d 4 11 — 11 (=
(3.23)

ke [\ k I koA k A A k
AZ 0N AT (| Y/ (LA AR TANE | 5 OV ISAT AT |

6Ok | Er <kp+ ) (k;FkF 3) <kp k;F> % Tr </<;F+ )

ke [ A k 3 koA k A A k

i A 422 ASRY/IARE | VRS IS (NN |
50k |Fr <k:p ) <kaF+3> <k:F+ k:F> %8 Tr (k:F )

ke [ A k 1T koA k Y A k

AL D R QA AR TRARE |} [ V0 IAROTI (AN |
T 0k [kr T (kp ) (k;FkF +3> (kp k;F> %8 <kp )

ke [ A k 1IN koA k A\ A k

013
+@”(2k3§7—/{32) 2_<£> 2/{7_F 10 QkF_'_\/m kF_k‘i‘\/m
QkF—\/m 5kF—k_\/m
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k 2
o(=) —1
()
LY i () 0 (-

60 \kr ) |8\ %k —kpr B\ kT kp

k+ kg k
41 ]
s () s (2,
]{ZF l{? kF k+kF
— 2 3] 161 81
15!{:[ Og(k—kF>+ Og(k:—@)* Og(k—/@)]
47 [k 3+17 EN*[23 /& 4+4kF1 2+89k %kpld [ k\° 31
_Ar(k k) |23 (K Suzal BN 8k Zkpld k34l
30 \ kp 30 \kp /) |60 \ kg 3 | 8T 30ks k15 \ ke 30

Il termine k% ¢ stato aggiunto in modo da rendere la parte tra parentesi graffe

1 k+ kg
e [Q(k - k‘F)]

adimensionale. In questo modo, la correzione al secondo ordine dell’autoenergia

puo essere scritta come

0% v2mn?

incui f(k;\) = I(:i’\).
F

Sviluppando f(k; A) per valori di A molto grandi (A — 00), & possibile verificarne

la linearita in A, come previsto nel paragrafo 1.3.1.



Capitolo 4

Risultati numerici e

rinormalizzazione

4.1 Criteri generali per la rinormalizzazione

Nel capitolo precedente e stata ottenuta un’espressione analititica della correzione
all’'ordine perturbativo piu basso dell’autoenergia (equazione (3.24)), la quale
risulta dipendere dal parametro di cut-off \. A quest’ultimo non puo essere
attribuito un significato fisico ben preciso; si sa solo che esso rappresenta il limite
massimo del valore dei momenti trasferiti, ma in fisica nucleare non vi e un cut-off
naturale di energia e di momento a scale basse ma vi ¢ solo un limite molto alto
corrispondente alla massa del pione. E necessario, dunque, ricorrere a metodi di
rinormalizzazione.

Generalmente, essi consistono nel far dipendere da A, in maniera analitica o
empirica, i parametri presenti nell’espressione analitica, in modo che quest’ultima
riproduca dei dati valori sperimentali ad ogni valore di \.

Un esempio ¢ quello della massa efficace, gia trattata nel paragrafo 2.2.1. In
questo caso, una volta ricavata l’espressione analitica, € possibile confrontarla
con risultati empirici o basati su calcoli microscopici, rinormalizzando quindi i
parametri dell’interazione in funzione di \.

Questo procedimento non e, pero, possibile se si utilizza 1'equazione (3.24), dal
momento che essa non ¢ un’osservabile, come descritto nel paragrafo 3.1.

Cio che e sembrato piu opportuno fare, a questo punto, ¢ stato confrontare il
lavoro qui svolto con quello di altri autori. In particolare, ¢ stato scelto I'articolo
[7], in cui & presente un risultato simile al nostro, ma sotto condizioni differenti.
Tra il lavoro svolto nell’articolo [7] e questo vi sono alcune sostanziali differenze.
Innanzitutto, i calcoli fatti degli autori dell’articolo non prevedono I'utilizzo di un

potenziale di contatto, bensi di un potenziale di Yukawa, come quello descritto
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nell’equazione (4.1).
V(r) = vee M (4.1)

Inoltre, viene utilizzata la seguente legge di disperzione

- + Vur(k), (4.2)

in cui Vg rappresenta il primo ordine perturbativo calcolato utilizzando il mo-
dello di HF.

Nel nostro caso, invece, l'equazione (4.2) & stata semplificata, ponendo

R

w =

: (4.3)

2m

ovvero considerando la particella all’ordine zero libera.
Per ottenere un confronto, e, dunque, necessario adattare il risultato qui ottenuto
a quello dell’articolo.
Innanzitutto, bisogna notare che, nel caso in cui si scelgano valori di k vici-
no a kg, 'approssimazione (4.3) puo essere considerata ragionevole [7]. Infatti,
considerando la legge (4.2), si ottiene

R (k* — k%)

W Wp = g + Vurp(k) — Vur(kr) (4.4)

Per k ~ kg, si ha la seguente espansione:

OVyr(k)

Vir(k) = Vyp(kr) + 0K

(k — kr) (4.5)

k=kp

Per un’interazione di Skyrme tipo quella qui utilizzata, si puo dimostrare che [10]

OViyr(k)
ok

1

= He., (4.6)

in cui O, & un parametro dell’interazione di Skyrme [8, pag. 716].

A questo punto, I'equazione (4.4) diventa

RPK2—k%) 1 . k
— ~~ ——1 4.
W — Wp o + 127TkF@S . (4.7)
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La costante O, risulta dell’ordine di 1073 MeV fm®.

In questo modo, il secondo termine di destra dell’equazione (4.7) risulta molto
piu piccolo rispetto al primo, facendo si che esso possa essere trascurato.

A questo punto, e necessario rinormalizzare 1’equazione (3.24) in modo che il
potenziale qui utilizzato sia confrontabile con quello dell’articolo.

Innanzitutto, per eliminare la dipendenza da €2, e stato scelto di utilizzare la

seguente equazione
(4.8)

ricavata tramite la trasformata di Fourier dell’espressione del potenziale (1.15).

In questo modo, I'equazione (3.24) puo essere scritta in termini di g.

Ny g 9T
AE(k; \) = d<2ﬂ)5h2ka(k:,>\) (4.9)

La costante g puo essere ricavata tramite la sua definizione [9]:

1
g="1to+ 6tspa, (4.10)

in cui tg, t3 ed « sono delle costanti.

Utilizzando p = 0.16 fm™* (densita del sistema) e kr = 1.33 fm ™' (corrispondente
momento di Fermi in base all’equazione (1.7) e (1.8) se gs = 4), si ¢ ottenuto un
valore numerico di ¢ = —634.083 MeV fm?.

Ora e possibile rinormalizzare la costante g, in modo che il risultato qui ottenuto
sia paragonabile con quello di [7].

A tale scopo, si e scelto di confrontare il valore di AE corrispondere a k ~ kg
preso dalla figura 5 di pagina 23 dell’articolo [7], in cui AE viene chiamato Vpo
(ovvero correzione di polarizzazione), con il valore, sempre relativo a k ~ kp,
calcolato tramite I'equazione (4.9).

Per quest’ultimo calcolo, si & utilizzato g = —634.083 MeV fm?®, ottenuto dall’e-
quazione (4.10), e A = 4kp. Il valore di A ¢ puramente indicativo ed ¢ stato scelto
tenendo conto che A > k + kp (si vedano gli estremi di integrazione di ¢). Poiché
I'equazione (4.9) & valida per krp < k < 3kp, € utile considerare valori di A\ > 4kp.
Il rapporto tra AE(k ~ k) e Vpo(k ~ k) risulta

AB(k ~ kp)

e A A
Vro(k ~ kp)

~ 36
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Per far si che R sia circa uguale ad 1, & necessario riscalare il valore di ¢* di un

fattore 36, ricavando g’ = 4.

4.2 Confronto numerico dei risultati per 'au-

toenergia

Grazie alle osservazioni precedentemente fatte, e ora possibile ottenere un con-
fronto tra il grafico della correzione dell’autoenergia ricavato nell’articolo [7] e
quello ottenuto con I'equazione (4.9).

Ambedue sono riportati in figura 4.1. Per un confronto pitu immediato, AFE &

stata rappresentata in termini di w —wp utilizzando, pero, la legge di dispersione

_ h2k2?
- 2m

Nonostante i valori riportati nei grafici siano differenti, e possibile confrontare

I'ordine di grandezza; in particolare quando w ~ wg.

Per valori di w troppo differenti da wp (w—wp > 50 MeV), i due grafici presentano

un andamento differente. Infatti, il grafico 4.1a decresce, al contrario di cio che

succede nel grafico 4.1b. Questo e dovuto al fatto che in tale range, il potenziale

Vi r(k) non puo essere trascurato, dal momento che k > kp; dunque, 'approssi-
h2k2

mazione fatta considerando w = %= non ¢ piu valida. Per questo motivo, d’ora

in poi sara considerata solo la parte di grafico in cui w — wr < 50 MeV

4.3 Rinormalizzazione

Grazie ai risultati ottenuti nel precedente paragrafo, si puo affermare che, con-
siderando una ¢ riadattata, il risultato ottenuto e ragionevole, nonostante non
dia risultati esatti. A questo punto, e possibile rinormalizzare la g in modo che
I'equazione (4.9) restituisca dei valori di riferimento fissi per ogni A.

I valori di riferimento utilizzati per la rinormalizzazione sono quelli relativi al
grafico 4.1b, ovvero, considerando sempre kp = 1.33 fm™', g = —106 MeV fm? e
A =4dkp.

Nella figura 4.2a sono riportati i grafici di AE al variare di A con g costante.

Il metodo di rinormalizzazione ¢ simile a quello utilizzato per calcolare ¢’. Per
differenti A, e stato fatto il rapporto dei valori assunti da ogni curva al variare di
w con quelli ricavati dalla curva di riferimento. Poiché il rapporto varia al variare
di w, e stato necessario scegliere un singolo punto di ogni curva in cui rinormaliz-
zare g. La scelta e stata fatta considerando il valore medio dei singoli rapporti,

in modo da avere un metodo sistematico da poter applicare ad ogni curva. Come
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{Mav|
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(a) Grafico della correzione al secondo ordine perturbativo
riportato nell’articolo [7].

o———r 7
_ —}\=4kF:
-5+ 3
[ g=-106 MeV fm~ 1

%-10

2 |

4 -5}

-20f

ogla v v b b b e L]
0 50 100 150 200 250 300

w-0) [MeV]

(b) Grafico della correzione al secondo ordine

perturbativo ricavato tramite lequazione (4.9) con

I __ g
g =%

Figura 4.1: Confronto dei grafici della correzione al secondo ordine perturbativo
dell’autoenergia

fatto per ¢, il rapporto ¢ stato utilizzato come valore di riscalamento di g.
Poiché si e scelto di ridurre il dominio di AE ai valori w — wr < 50 MeV, A
puo assumere valori piu piccoli di 4kp. Piu precisamente, il valore massimo di &
utilizzato per la rinormalizzazione e 1.5kr. Dunque, si ha che A > 2.5kp.

I grafici di AE con ¢ rinormalizzata sono riportati in figura 4.2b, in cui g riportata

nella legenda ha valore ¢ = —106 MeV fm ™.
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g=- 106 MeV fm’

PRI T T TN TR TN T N SN TN SN T AN TN TN [N ST S N N [N T T Y N Y S ST B
0 10 20 30 40 50 60 70
w-0) [MeV]
(a) Valori con g costante.
0 I I I I
- -_-)\=3kF;g’=1.25g
5k — A=4ks g9 =9 -
_ ¢ —-—- A=5k; g =0869
< .. A=T7k; 9 =0709
2 A=10k; g =057g
m —
< L.
-15 -
I 1 | I 1 1 L
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w-0) [MeV]

(b) Valori con g rinormalizzato per ogni A.

Figura 4.2: Grafici dei valori di AFE al variare di A
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Conclusioni

In fisica nucleare, le correzioni oltre campo medio sono molto importanti; in modo
particolare, quando si tratta descrivere le proprieta degli stati di particella singo-
la. Infatti, i modelli di campo medio descrivono bene proprieta generali dei nuclei
come le masse, i raggi, le deformazioni, ma non cosi bene fenomeni osservati con
la spettroscopia dettagliata.

Le correzioni oltre campo medio sono calcolate da molti gruppi in diverse ma-
niere. Spesso, come in questo elaborato, si semplifica il problema calcolando le
proprieta di singola particella per un sistema uniforme, a densita costante: la
materia nucleare. Lo scopo di questo elaborato e affrontare questo problema uti-
lizzando un potenziale a range nullo, ovvero di contatto. Infatti, tale potenziale
e semplice da usare e puo essere trasferito in numerosi contesti.

Nella letteratura esistono gia calcoli microscopici dell’autoenergia in materia nu-
cleari svolti utilizzando diversi tipi di potenziale [7]. Nel caso qui trattato, in
cui si considera un potenziale di contatto, i calcoli risultano semplici, grazie al-
la forma del potenziale; pero, come evidenziato nel corso dell’elaborato, rimane
il problema della divergenza generata dal fatto che vengono considerate energie
troppo alte rispetto alla scala di energia naturale del sistema. Questo rende ne-
cessario porre manualmente un cut-off sui momenti trasferiti.

Nessuno ha mai risolto il problema utilizzando una tecnica coerente di rinor-
malizzazione, ovvero riscalando l'interazione in modo da ottenere dei risultati
indipendenti dal cut-off suddetto. E bene, dunque, utilizzare queste tecniche di
rinormalizzazione, come gia fatto da alcuni autori ma solamente per l’energia
totale. Tali tecniche di rinormalizzazione sono meno semplici da usare nel caso
presente; quindi, nel corso dell’elaborato e stato necessario ricorrere a delle sem-
plificazioni che non hanno permesso di riprodurre in gran dettaglio i risultati gia
ottenuti con un modello piu accurato, ma che comunque possono essere ritenute
ragionevoli.

In particolare, e stato riprodotto con un potenziale di contatto molto semplice

l'ordine di grandezza dell’autoenergia ottenuta con modelli sofisticati ed e stato
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mostrato che e possibile rinormalizzare l'interazione affinché i risultati siano in-

varianti in funzione del cut-off.
Se ne conclude che la strategia utilizzata dia risultati promettenti e possa, dunque,

essere utilizzata per continuare su una strada piu realistica.



Appendice A

Soluzione completa del dominio

di integrazione della variabile 1

Per visualizzare meglio la situazione, riportiamo qui I'equazione (3.12):

0% 2 1
I(k, CU) — _d—ﬁw I<kp d31 k2 / Y
(27T) h [14+q|>kp ;w + q2 +q- (1 — k)

Il dominio € composto da due condizioni sui vettori 1 e q, ovvero

{ L < ks (A1)

‘l—i_q‘ >kF7

le quali possono essere rappresentate graficamente in un grafico cartesiano.
Poiché q e una variabile libera, non dipendente né da 1 né dalle variabili cartesiane,
puo essere scelta e fissata in modo da semplificare la rappresentazione e lo sviluppo
del dominio. In questo elaborato, si e scelto di porla solidale con 'asse z.

A questo punto, e possibile dare una prima rappresentazione del dominio (figura
A1)

Per rispettare le condizioni richieste, la variabile 1 puo muoversi solo all’interno
della sfera verde escludendo la parte di intersezione delle due sfere.

Quando la variabile q risulta maggiore di 2kg, non si ha piu I'intersezione tra le
sfere. Per tale motivo, l'integrazione puo essere fatta all’interno di tutta la sfera
verde.

Questa distinzione, fa si che il risultato dell’integrale risulti differente per i due
domini.

Poiche il dominio gode di simmetria cilindrica, la variabile 1 puo essere scritta

utilizzando le coordinate cilindriche.
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nl < kp

Figura A.1: Dominio di integrazione della variabile 1 quando ¢ < 2kp

l, = pcost
l, = psind (A.2)
I, =1,

in cui Iy, I, ed [, sono le componenti cartesiane di 1.

Nel caso in cui g < 2k, 'integrale puo essere,dunque, scritto come
q ) g P que,

dpp kz_w/+ St lg—Kk-q

q+kp k:2 l2 1
dl. / v
q+l

Il(k,w):/o de/

NG p 1 ]
e
q+krp PP k2_w +¢+1l.g—k-q

t\JIrQ
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B [q+]] < kr

Figura A.2: Dominio di integrazione della variabile 1 quando q¢ > 2kp
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in cui p=,/I2+ 1.

Nel secondo caso, invece (in cui ¢ > 2krg), U'integrale risulta

o k NP 1
Lk, w) = / do [ dl. / Py p—
0 —kp 0 =+ +l.g—k-q
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Appendice B

Soluzione completa del calcolo
della correzione al secondo ordine

perturbativo dell’autoenergia

B.1 Integrale in 1 per g < 2kp

2m q+ kF 1
Lkw)= [ao |/ / ==
0 —4 VFE=(a+12) “ 4+ 2+1lg—k-q

dl, k% d 1
e
a+kp 0 PP "“2 “ 4+ 2+1lg—k-q

[ ae | [ (=
2o -4 T4 +lg-k-q

+/ l<:2—l2 ]
q+kF " B+ +lg—k-q

1 2 k’Q—w/ 2 ]{?2—(,0/
—/ df 1 qlog( —k-q+ L) — qlog( —k-q+kpq)
2 Jo 2 2 2

k2—u' 2 / 2 2 /
—=—k-q k*—w —w
+2—2 [log( 5 —k-q—i—%)—log( 5 —k-q+krq)|+2kr—q +
1 kz;“/—k-q 5 K — o' K — ' 9
+ 5(T) [log( —k-q+krq) — log( —k-q+ ¢+ krq)]
/{:Q—w’ kz_w/
+ qlog( —k-q+ kpq) — log( —k-q+¢*+ krq)]
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k2 —w’ 2 / 2 ’
re k. k4 —w k* —w
+ 2(—2—— ") 10g( —k-q+ kpq) — log( —k-q+¢ +krq)]
kQ /{:Q—u/ ]{?Q—M,
—?F[log( 5~k q+ kpq) — log( —k-q+ ¢+ krq)] +%—kp
+ kgw/_'_qQ_k.q _
q
]{32— / q2 2 _ )
7T{q[log( —k-q+ ) —log(—— ~k-a+q +krq)
k2 —u’ k- k2 — 2 k2 — o
+ 22— Dog(——L —k-a+ L) —log(—L — k- a+ ¢’ + k)
1P kq, k2w k2 — o )
+ 5(#) log( —k-q+ kpq) — log( —k-q+¢ +kpq)]
kQ k2—w’ k2_w/
- f[log( —k-q+kpq) —log( —k-q+q2+kpq)]—g+kp
N kgw +q2—k~q _
q
[k% (’“QEW’_k-q) 1(’“2;‘”/_1{-(1)2 q]lo </{:2—w’ N q+q2+k q)
’ﬂ' _ e _ e J— J— .
q q q q s F
k22—’ 2 / 2 k22—’ 2 2 /
~k-q k2 —w q 1, 5% ~-k-q, kg k* —w
+ [g+2(—2 lo ~k-q+—)+|-(———)"——]lo
[q+2( )] log ( 5 2) [q( . ) q] g(
k2—w' 2
B k-
S T q}
2 q
B.2 Integrale in 1 per g > 2kp
2 k k212 1
[2(]{?,&]):/ d9 " dlz / " dpp k2o =
0 ke J0 STt +lg—k-q

K- P2

1 2 kp
—/ o [ dl. — _
2o —kr =4 ¢*+1l.g—k-q

kQ k2_ !
ﬂ{f[log( 2w +¢*+krqg—k-q) —

k2 — o

— log( +¢° — krqg—k - q)]

—k-q+krq)
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k2—w’ 2 2 / 2 /
=% +q¢ —-k-q k* —w ke —w
2 )?[log( +¢*+kpq—k-q)—log(

Y

+¢°—krq—k-q)]
q q

k2 B _k.q. 1.2 _k.q k% — o'
T [ - 2(2 ) = = (—2———)" — q] log( ~k-q+¢* +krq)
q q q q
1 2= _x.q A k2 k2 — o
+ [~ (2 )? +2(—2 )+ q — —E]log( +¢*—krq—k-q)
q q q
k2 —w' 2 _ k.
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